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第 1章
序論
1.1 研究背景
弾性構造体の動的解析には FDTD(Finite-Difference Time-Domain)法 [1]をはじめとし
て，有限要素法，有限体積法などのメッシュ構造を用いた計算手法 (格子法)がよく用いられ
ている．しかし格子法では，弾性構造体に大変形や破壊が生じる場合や，別の弾性構造体と
の接触を伴うような動的解析は難しい．
そこで近年，メッシュを用ない (メッシュフリーな)計算手法として粒子法が注目されて
いる．粒子法では格子法とは異なり，各粒子が自由変数として位置を保持している．これに
より，初期状態における形状と著しく異なるような変形も容易にシミュレーションできる．
粒子法の 1 つに，越塚らによって開発された MPS(Moving Particle Semi-implicit) 法
[2] がある．MPS 法は非圧縮性流体の解析を目的に開発されたが，弾性構造体の動的解析
[3, 4, 5]においても用いられている．完全ラグランジュ法であり，ラグランジュ微分によっ
て移流項の煩雑な計算が不要となる．これによって，流体の水柱崩壊 [2, 6]をはじめとして，
弾性構造体の大変形や破壊 [7]，複数の弾性構造体同士の接触 [3]などといった現象も簡単に
扱うことができる．またMPS法の適用は，対象とする偏微分方程式中の微分作用素を直接
離散化するだけであり，シンプルである．
MPS法における弾性波動解析では，実体波である縦波 (P波)および横波 (S波)は精度よ
く伝播することが確認されている [8]．弾性波動解析においては，しばしば自由境界が用い
られる．特にMPS法による弾性波動解析において，境界の粒子に対して明示的に境界条件
を課さない場合には，暗黙的に自由表面として扱われる．したがって，自由表面は基本的な
境界条件である．また，波動のもつエネルギーは実体波に比べて表面波に集中しやすく，波
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動解析においてはその詳細な挙動を知ることは重要である．表面波には Rayleigh波や Love
波がある．Rayleigh波は波動の進行方向および表面に垂直な方向の成分を持つ．Rayleigh
波が通過する表面の 1点を観察すると，その軌跡は楕円軌道を描く．一方，Love波は表面
に水平な方向に振動する．どちらの波も表面付近でのみ観測され，深度が深くなるにつれて
急速にその振幅は小さくなる特徴を持つ．しかしMPS法による弾性波動解析において，自
由表面付近における波動の伝播精度に関して十分な検討がまだなされていない．また，基
本的なMPS法では粒子が等間隔格子状に配置されていることを前提としている．したがっ
て，粒子が乱雑に配置された場合における波動の伝播についても検討が必要である．
ところで，縦波速度 cp，横波速度 cs，Rayleigh波速度 cr には cp > cs > cr という関係が
ある．Rayleigh波の伝播精度の検討では，ある自由表面の 1点を強制振動させ，そこから
発生する Rayleigh波を解析する．しかし，実体波である縦波および横波も同時に発生する．
シミュレーション空間の大きさが十分でない場合，着目している自由境界以外の境界で反射
波が生じる．この反射波が解析対象の Rayleigh波と混在することにより，精度検討の結果
に影響を及ぼす恐れがある．この問題は，シミュレーション時間中において発生した反射波
が，解析対象の Rayleigh波付近に到達しなければ回避できる．その解決策としては，非常
に大きなシミュレーション空間を用意すればよいが，コンピュータの計算処理能力にも限り
があるため現実的な解決策ではない．
そこで，無限に広がるシミュレーション空間を模擬するために吸収境界が利用される．代
表的な吸収境界として，Mur[9]やHigdon[10]による偏微分方程式に基づくものや，いくらか
の厚みを持つ吸収領域を割り当てることで吸収を行う PML(Berenger’s Perfectly Matched
Layer) 吸収境界 [11] などがある．これらの吸収境界は，FDTD 法をはじめとする格子法
においてよく用いられている．また，MPS 法と同じ粒子法の 1 つである SPH(Smoothed
Particle Hydrodynamics)法においては，浅水波方程式の解析において吸収境界が導入され
ている例がある [12]．しかしながら，MPS法への吸収境界の適用例はまだ見受けられない．
1.2 研究目的
そこで本研究では，MPS 法による弾性波動解析において重要である弾性表面波のうち，
最も基本的な Rayleigh波について解析を行う．等方均質な半無限平面の 2次元弾性体を想
定し，自由表面における Rayleigh波の伝播精度 [13]を検討する．併せて，MPS法におけ
る影響半径と粒子配置の乱雑さによる伝播精度への影響も検討する．また，その解析におい
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て必要となる吸収境界も提案し，その性能評価によって有効性を確認する．
1.3 本論文の構成
第 1章では，研究背景および研究目的について述べた．
第 2章では，MPS法による弾性波動解析に必要となる基礎と具体的な計算手法について
述べる．はじめに，理解に必要となる等方性弾性体の基礎理論についてまとめ，無次元化し
た支配方程式を得る．次に，MPS 法を用いた弾性体の動的解析の計算手法を詳細に記し，
エネルギー保存性に優れたシンプレクティックスキームの適用を行う．
第 3章では，Rayleigh波の解析に必要となる吸収境界について述べる．提案手法のベー
スとなる PMLと SPH法における適用事例について述べ，これをベースとしてMPS法の
弾性波動解析に適用可能な吸収境界を提案する．速度に対する減衰のみを行う手法と，等方
圧に対する減衰も行う手法それぞれでパラメータスタディを行い，どのような性能を発揮す
るか確認する．
第 4章では，第 3章で提案した吸収境界を実際に用いて，Rayleigh波の伝播精度につい
て解析を行う．粒子配置の乱雑さ，ならびにMPS法における影響半径の大きさが Rayleigh
波の伝播精度に与える影響について解析行う．
第 5章では，吸収境界条件の応用例として SAW(Surface Acoustic Wave)ストリーミン
グ現象のシミュレーションを試みる．
第 6章では，本研究で得られた結果についてまとめ，今後の課題について述べる．
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第 2章
MPS法による弾性体の解析手法
2.1 等方性弾性体
本研究で用いる等方均質な弾性体の支配方程式について記述する．まず，弾性体のテンソ
ル表現と対称性の関係について説明する．続いて，テンソルの等方性を仮定することによっ
て等方性弾性体における支配方程式を導く [14]．その後，支配方程式の無次元化を行う．ま
た，Rayleigh波速度の理論値についても説明する [15]．
2.1.1 Hookeの法則
1次元における Hookeの法則は，ばねから生ずる反発力 F [N]，自然長 x0 [m]，現在のば
ねの長さ x [m]，ばね定数 k [N/m]を用いて次のように定義される．
F = −k(x− x0) (2.1.1)
これを拡張し，一様な長さ L0 の細い棒状の物体を線形なばねとみなす．物体の長さが ∆L
だけ伸びたとき，伸び率に相当するひずみ εは式 (2.1.2)のように定義される．
ε =
∆L
L0
(2.1.2)
ひずみ ε [単位なし]は，(反発力 F に対応する)単位面積あたりに働く応力 σ [N/m2]に比
例し，(ばね定数 k に対応する)弾性係数 E [N/m2]に反比例する．すなわち式 (2.1.3)のよ
うな関係があり，弾性体はこの拡張された Hookeの法則に従う．
σ = Eε (2.1.3)
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図 2.1 力 (応力)と変位 (ひずみ)の関係図．Hookeの法則に従い，比例関係にある．
2.1.2 弾性体のテンソル表現
3次元のユークリッド空間において，応力 σ とひずみ εはそれぞれ独立な 2階テンソルで
表され，その添字は空間次元を表す．それに伴って弾性係数 E は 4階テンソルとなり，応
力テンソル σ は弾性係数テンソル E とひずみテンソル εの各成分の積の総和として表現さ
れる．すなわち，弾性体のテンソル表現は式 (2.1.4)のように表現される．
σij =
∑
k,l
Eijklεkl (2.1.4)
添字 i，j および k，lはそれぞれ空間次元 x，y，zをとるので，弾性係数テンソルE は合計
81個の成分をもつ．
σxx
σyy
σzz
σxy
σyx
σyz
σzy
σzx
σxz

=

Exxxx Exxyy Exxzz Exxxy Exxyx Exxyz Exxzy Exxzx Exxxz
Eyyxx Eyyyy Eyyzz Eyyxy Eyyyx Eyyyz Eyyzy Eyyzx Eyyxz
Ezzxx Ezzyy Ezzzz Ezzxy Ezzyx Ezzyz Ezzzy Ezzzx Ezzxz
Exyxx Exyyy Exyzz Exyxy Exyyx Exyyz Exyzy Exyzx Exyxz
Eyxxx Eyxyy Eyxzz Eyxxy Eyxyx Eyxyz Eyxzy Eyxzx Eyxxz
Eyzxx Eyzyy Eyzzz Eyzxy Eyzyx Eyzyz Eyzzy Eyzzx Eyzxz
Ezyxx Ezyyy Ezyzz Ezyxy Ezyyx Ezyyz Ezyzy Ezyzx Ezyxz
Ezxxx Ezxyy Ezxzz Ezxxy Ezxyx Ezxyz Ezxzy Ezxzx Ezxxz
Exzxx Exzyy Exzzz Exzxy Exzyx Exzyz Exzzy Exzzx Exzxz


εxx
εyy
εzz
εxy
εyx
εyz
εzy
εzx
εxz

(2.1.5)
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2.1.3 ひずみテンソル
物体のある断面に対して垂直な方向に作用する応力を垂直応力といい，その時のひず
みを垂直ひずみという．式 (2.1.2) に関して，物体内のある微小空間が x 方向に微小長さ
lim
∆l→0
∆lをもっているとき，その微小空間の x方向の微小変位∆ux と垂直ひずみ εx は次の
関係にある．
εx = lim
∆l→0
∆ux
∆l
=
∂ux
∂x
(2.1.6)
y，z 方向についても同様に垂直ひずみ εy, εz が定義される．
εy =
∂uy
∂y
(2.1.7)
εz =
∂uz
∂z
(2.1.8)
図 2.2 垂直ひずみの概念図．
一方，物体のある断面に対して平行な方向に作用する応力をせん断応力といい，その時の
ひずみをせん断ひずみという．y 軸方向に長さ L0 をもつ物体を考える．この物体に，y 軸
方向を法線とする断面に対して x軸方向にせん断応力を作用させた時，図 2.3のように微小
長さ ∆Lだけ x軸方向にせん断変形したとする．この時，せん断ひずみ γxy は次のように
定義される．ここで，γxy の 1つ目の添字 xは力の方向を，2つ目の添字 y は力を加える面
を表している．
γxy =
∆L
L0
(2.1.9)
ここで長さ L0 が微小であるとし，考えている微小空間が自由に並進および回転できる状況
を考える．この時，微小空間が並進も回転もせず静止するためには γxy = γyx でなければな
らない．したがって，図 2.3のようにおいた微小空間の x方向の微小変位 ∆ux と y 方向の
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微小変位 ∆uy から，γxy は次のように定義できる．
γxy = γyx = lim
∆lx→0
∆uy
∆lx
+ lim
∆ly→0
∆ux
∆ly
=
∂uy
∂x
+
∂ux
∂y
(2.1.10)
ただし，微小長さ lim
∆lx→0
∆lx は微小空間の x方向の長さ，微小長さ lim
∆ly→0
∆ly は微小空間
の y 方向の長さである．残りの γyz, γzy, γzx, γxz についても同様である．
図 2.3 せん断変形の概念図．
式 (2.1.6)に示した垂直ひずみと式 (2.1.10)に示したせん断ひずみにより，ひずみテンソ
ル εの成分は次のように定義できる．
ε =
 εx γxy/2 γxz/2γyx/2 εy γyz/2
γzx/2 γzy/2 εz
 (2.1.11)
このように定義されたひずみテンソル ε の各成分は式 (2.1.12) と同値である．利便性の観
点から，本研究では式 (2.1.12)をひずみテンソル εの定義とする．
εij =
1
2
(
∂uj
∂xi
+
∂ui
∂xj
)
(2.1.12)
ここで，添字 i, j は空間次元のインデックスを表し，x1 = x, x2 = y, x3 = z である．
2.1.4 応力テンソルとひずみテンソルの対称性
応力テンソル σ およびひずみテンソル ε には対称性が存在する．式 (2.1.10) に関する
角運動量保存則より式 (2.1.13) に示す応力テンソル σ の対称性が，ひずみの定義より式
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(2.1.14)に示すひずみテンソル εの対称性がそれぞれ導かれる．
σij = σji (2.1.13)
εkl = εlk (2.1.14)
したがって，ij および kl のそれぞれに添字に関して xy = yx，yz = zy，zx = xz が成り
立ち，弾性係数テンソル E の独立な成分は 36個となる．
σxx
σyy
σzz
σxy
σyz
σzx

=

Exxxx Exxyy Exxzz Exxxy Exxyz Exxzx
Eyyxx Eyyyy Eyyzz Eyyxy Eyyyz Eyyzx
Ezzxx Ezzyy Ezzzz Ezzxy Ezzyz Ezzzx
Exyxx Exyyy Exyzz Exyxy Exyyz Exyzx
Eyzxx Eyzyy Eyzzz Eyzxy Eyzyz Eyzzx
Ezxxx Ezxyy Ezxzz Ezxxy Ezxyz Ezxzx


εxx
εyy
εzz
εxy
εyz
εzx

(2.1.15)
また，応力テンソルの独立な 6成分は次のように数字で表されることがある．これは Voigh
表記と呼ばれる． 
σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6

=

σxx
σyy
σzz
σyz
σzx
σxy

,

ε1
ε2
ε3
ε4
ε5
ε6

=

εxx
εyy
εzz
εyz
εzx
εxy

(2.1.16)
2.1.5 ひずみエネルギー密度による対称性
式 (2.1.17)に示すひずみエネルギー密度はひずみによって蓄えられるエネルギーである．
U =
∫ ε
0
σ · dε =
∫ {εij}
{0}
∑
i,j
σijdεij (2.1.17)
ところで，Eijkl が定数であることに注意して積の微分法を用いると次のような関係が得ら
れる．
d
∑
i,j,k,l
Eijklεijεkl
 = ∑
i,j,k,l
Eijkl (εkldεij + εijdεkl)
=
∑
i,j
∑
k,l
Eijklεkl
 dεij +∑
k,l
∑
i,j
Eijklεij
 dεkl(2.1.18)
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ここで，Eijkl = Eklij が成り立つと仮定し，右辺第 2項の Eijkl を書き換える．
d
∑
i,j,k,l
Eijklεijεkl
 =∑
i,j
∑
k,l
Eijklεkl
 dεij +∑
k,l
∑
i,j
Eklijεij
 dεkl
=
∑
i,j
σijdεij +
∑
k,l
σkldεkl
= 2
∑
i,j
σijdεij (2.1.19)
この結果を式 (2.1.17)に用いると式 (2.1.20)が得られる．
U =
∫ ∑
i,j
σijdεij
=
∫
1
2
d
∑
i,j,k,l
Eijklεijεkl

=
1
2
∑
i,j,k,l
Eijklεijεkl + C
=
1
2
∑
i,j
σijεij + C (2.1.20)
ここで C は積分定数である．
式 (2.1.20)は Eijkl = Eklij が成り立つという仮定によって得られた．これとは逆に，ひ
ずみエネルギー密度関数 U として式 (2.1.20)が存在し，応力が次式によって定められると
仮定した場合は Eijkl = Eklij が導かれる．
σij =
∂U
∂εij
(2.1.21)
式 (2.1.20)は，1次元の質点系におけるばねのエネルギー U = 12kx
2 に対応するものである
と解釈できる．したがって，これらの仮定は線形な弾性体であるという想定の基では適切な
仮定といえる．
Eijkl = Eklij によって，弾性係数テンソル E の独立な成分は 36個のうち，上三角行列
のみの 21個であることがわかる．つまり，次のような 6 × 6の行列で形式的に表現したと
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き，この弾性係数行列は対称行列となる．
σxx
σyy
σzz
σxy
σyz
σzx

=

Exxxx Exxyy Exxzz Exxxy Exxyz Exxzx
Eyyyy Eyyzz Eyyxy Eyyyz Eyyzx
Ezzzz Ezzxy Ezzyz Ezzzx
Exyxy Exyyz Exyzx
Eyzyz Eyzzx
Sym. Ezxzx


εxx
εyy
εzz
εxy
εyz
εzx

(2.1.22)
したがって，最大限の異方性をもつ線形な弾性体の場合，弾性係数テンソル E の独立な成
分は 21個存在することになる．
2.1.6 等方テンソル
あるテンソル Aと，そのテンソルに対して任意の座標変換を作用させたテンソルが等し
い場合，テンソルAは等方テンソルと呼ばれる．2階の等方テンソルは式 (2.1.23)であり，
これらの積の形を用いて式 (2.1.24) のように定義される 4 階テンソルもまた等方テンソル
である．
Aij = aδij (2.1.23)
Aijkl = αδijδkl + βδikδjl + γδilδjk (2.1.24)
ただし δij は次式で定義されるクロネッカーのデルタである．
δij =
{
1 (i = j)
0 (i ̸= j) (2.1.25)
ここで，弾性係数テンソル E が 4階の等方テンソルである場合，すなわち等方性を有す
る弾性体である場合を考える．ひずみテンソル εkl は対称テンソルであることに注意すると
次の関係が成り立つ．
Eijklεkl = Eijklεlk
= Eijlkεkl
∴ Eijkl = Eijlk (2.1.26)
E は 4階の等方テンソルであるであるから，式 (2.1.26)と式 (2.1.24)を用いて次のように
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変形できる．
Eijkl = αδijδkl + βδikδjl + γδilδjk
= αδijδlk + βδilδjk + γδikδjl
= αδijδkl + βδilδjk + γδikδjl (2.1.27)
すなわち
αδijδkl + βδikδjl + γδilδjk = αδijδkl + βδilδjk + γδikδjl (2.1.28)
で，等号成立の条件を考える．式 (2.1.28)の αを含む第 1項に関しては，両辺に同じ値が
存在するため任意の α について成立する．β および γ を含む第 2 項，第 3 項に関しては，
{i, j, k, l}の任意の全ての組み合わせにおいて等号が成立するためには β = γ でなければな
らない．ここで α = λ，β = γ = µと書くと，弾性係数テンソル E の成分は式 (2.1.29)の
ようになる．
Eijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) (2.1.29)
したがって，等方性をもつ弾性体の場合，弾性係数テンソル E を構成する独立な成分は λ
および µのみであることがわかる．また，式 (2.1.29)を式 (2.1.4)に代入すると，等方性弾
性体における応力とひずみの関係を表す式 (2.1.30)が得られる．
σij =
∑
k,l
{λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk)} εkl
=
∑
k,l
λδijδklεkl +
∑
k,l
µ (δikδjl + δilδjk) εkl
= λδij
∑
k,l
δklεkl + µ
∑
k,l
δikδjlεkl + µ
∑
k,l
δilδjkεkl
= λδij
∑
k
εkk + µεij + µεji
= λδij
∑
k
εkk + 2µεij
= λδijε
V + 2µεij (∵ 式 (2.1.14)より εij = εji) (2.1.30)
ここで，εV は体積ひずみと呼ばれ
εV =
∑
k
εkk =
∑
k
∂uk
∂xk
=∇ · u (2.1.31)
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である．ここで与えた定数 λおよび µを Lame´の弾性定数といい，それぞれ λ [N/m2]を
Lame´の第 1定数，µ [N/m2]を Lame´の第 2定数 (剛性率と同値)という．また，ヤング率
E [N/m2]およびポアソン比 ν と次のような関係がある．
λ =
Eν
(1 + ν)(1− 2ν) (2.1.32)
µ =
E
2(1 + ν)
(2.1.33)
ここで，式 (2.1.30) の等方性弾性体における応力を式 (2.1.20) のひずみエネルギー密度
関数に代入すると
U =
1
2
∑
i,j
(
λδijε
V + 2µεij
)
εij + C
=
1
2
λ
(
εV
)2
+
1
2
∑
i,j
2µε2ij + C (2.1.34)
を得る．第 1項は体積ひずみによる等方圧のエネルギーに対応している．
2.1.7 つりあい方程式と支配方程式
微小領域 dV のある微小表面 dS に対して応力 p(n)が作用することを考える．nは応力
の作用している面の法線ベクトルであり，応力の向きを表している．ただし，法線ベクトル
の向きは微小領域 dV の外向き，すなわち微小領域 dV を伸張しようとする向きとする．こ
のとき，応力は各次元の基底ベクトル ei を用いた線形結合として次のように書ける．
p(n) =
∑
i
nip(ei) (2.1.35)
ここで，応力テンソル σ の成分を用いて p(ei) = (σ1i, σ2i, σ3i)t と書けるので，p(n)の成
分は次のよう表される．
pi =
∑
j
σijnj (2.1.36)
したがって，応力によって面に働く力 F S [N]は式 (2.1.37)のように書ける．
FSi =
∫
S
pi dS =
∫
S
∑
j
σijnj dS (2.1.37)
ところで，単位体積あたりに働く力は体積力 (ここでは fV [N/m3]と表す)という．体積
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力によって微小領域 dV に働く力 F V [N]は式 (2.1.38)のように書ける．
FVi =
∫
V
fVi dV (2.1.38)
運動量保存則の観点から，F S と F V はつりあっていなければならない．すなわち，F S +
F V = 0でなければならない．
そこで，次式に示す Gaussの発散定理を用いる (nは領域 V の外向き単位法線ベクトル
である)． ∫
V
∇ · a dV =
∫
S
(a · n) dS (2.1.39)
これによって，式 (2.1.37)は式 (2.1.40)のように変形される．
FSi =
∫
S
∑
j
σijnj dS
=
∫
V
∑
j
∂σij
∂xj
dV (2.1.40)
式 (2.1.40) と式 (2.1.38) がつりあっていなければならないので，式 (2.1.41) のように書
ける．
∫
V
∑
j
∂σij
∂xj
dV +
∫
V
fVi dV =
∫
V
∑
j
∂σij
∂xj
+ fVi
 dV = 0 (2.1.41)
領域 V は任意にとることができ，式 (2.1.41) は領域 V によらずに成立しなければならな
い．したがって，式 (2.1.42)に示すように被積分関数が 0にならなければならない．
∑
j
∂σij
∂xj
+ fVi = 0 (2.1.42)
これをつりあい方程式という．
式 (2.1.30) に示した等方性弾性体における応力とひずみの関係，および式 (2.1.42) に示
したつりあい方程式より，等方性弾性体における支配方程式は式 (2.1.43) のように定めら
れる．
ρai =
∑
j
∂
∂xj
(
λδijε
V + 2µεij
)
= λ
∂εV
∂xi
+ 2µ
∑
j
∂εij
∂xj
(2.1.43)
ただし，ρ [kg/m3] を弾性体の密度，a [m/s2] を弾性体内部の微小領域における加速度と
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した．
2.1.8 ヘルムホルツ分解
3次元の任意のベクトル場 F = F (x)は，スカラポテンシャル φ = φ(x)とベクトルポテ
ンシャルA = A(x)によって
F = −∇φ+∇×A = −gradφ+ rotA (2.1.44)
と分解でき，これをヘルムホルツの定理といい，この分解をヘルムホルツ分解という．こ
こで
∇× (−∇φ) = 0 (2.1.45)
∇ · (∇×A) = 0 (2.1.46)
であるから，この分解は元のベクトル場 F を，渦なし場 (−∇φ)と発散なし場 (∇×A)に
分解していると解釈できる．
変位ベクトルからスカラポテンシャルおよびベクトルポテンシャルを定義すると，それぞ
れ独立した波動方程式を満足する [14]．式 (2.1.43)の支配方程式を変位 uのみを用いてベ
クトル表記すると次式になる．
ρ
∂2u
∂t2
= (λ+ µ)∇(∇ · u) + µ∇2u
= (λ+ 2µ)∇(∇ · u)− µ∇× (∇× u) (2.1.47)
ここで変位を，スカラ変位ポテンシャル φ，ベクトル変位ポテンシャル Aによってヘルム
ホルツ分解し，式 (2.1.47)に代入すると
ρ
∂2 (−∇φ+∇×A)
∂t2
= (λ+ 2µ)∇ [∇ · (−∇φ+∇×A)]
− µ∇× [∇× (−∇φ+∇×A)]
= −(λ+ 2µ)∇ [∇ · (∇φ)]− µ∇× [∇× (∇×A)]
= −(λ+ 2µ)∇ (∇2φ)+ µ∇× [∇2A−∇(∇ ·A)] (2.1.48)
となる．ここで∇ ·A = 0であるとすると
∇
[
ρ
∂2φ
∂t2
− (λ+ 2µ)∇2φ
]
+∇×
[
−ρ∂
2A
∂t2
+ µ∇2A
]
= 0 (2.1.49)
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となり，波動方程式の組
∂2φ
∂t2
=
λ+ 2µ
ρ
∇2φ (2.1.50)
∂2A
∂t2
=
µ
ρ
∇2A (2.1.51)
を得る．すなわち，スカラ変位ポテンシャル φが位相速度 cp，ベクトル変位ポテンシャル
Aが位相速度 cs で伝播することが示された．
cp =
√
λ+ 2µ
ρ
(2.1.52)
cs =
√
µ
ρ
(2.1.53)
これはそれぞれ縦波 (P波)と横波 (S波)に対応している．弾性波動場におけるポテンシャ
ル表示は，弾性体内部を伝播する縦波および横波を分離して観察するために有効である [19]．
2.1.9 Rayleigh波の位相速度
2次元の均質等方な半無限弾性体において，縦波速度 cp，横波速度 cs，Rayleigh波速度
cr に式 (2.1.54)の関係が成り立つ [15]．(
cr
cs
)6
− 8
(
cr
cs
)4
+
(
24− 16k2)(cr
cs
)2
+ 16
(
k2 − 1) = 0 (2.1.54)
ただし，ν をポアソン比として k2 = 1−ν2 である．また，cr は 0 < cr < cs を満足する実数
解である．なお，ポアソン比 ν は Lame´の弾性定数 λおよび µを用いて次のように書ける．
ν =
λ
2λ+ 2µ
=
1− 2K2
2− 2K2 (2.1.55)
2.1.10 支配方程式の無次元化
式 (2.1.43)に示した支配方程式を無次元化する．ここでは，チルダ記号 (˜)をつけて無次
元量を表現する．
規格化定数として，縦波速度 cp [m/s]，横波速度 cs [m/s]，規格化長さ l0 [m]，規格化時
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間 t0 [s]を導入する．また，縦波速度に対する横波速度の比をK = cs/cp とする．
ρ
∂2uα
∂t2
= λ
∂εV
∂xα
+ 2µ
∑
β
∂εαβ
∂xβ
ρ
l0
t20
∂2u˜α
∂t˜2
=
1
l0
λ∂εV∂x˜α + 2µ∑
β
∂εαβ
∂x˜β
 (2.1.56)
密度，Lame´定数，音速に関する関係式として λ = ρ
(
c2p − 2c2s
)
，µ = ρc2s を用いる．
ρ
l20
t20
∂2u˜α
∂t˜2
= ρ
(
c2p − 2c2s
) ∂εV
∂x˜α
+ 2ρc2s
∑
β
∂εαβ
∂x˜β
l20
c2pt
2
0
∂2u˜α
∂t˜2
=
(
1− 2K2) ∂εV
∂x˜α
+ 2K2
∑
β
∂εαβ
∂x˜β
(2.1.57)
さらに，t0 = l0/cp とする．
∂2u˜α
∂t˜2
=
(
1− 2K2) ∂εV
∂x˜α
+ 2K2
∑
β
∂εαβ
∂x˜β
(2.1.58)
最後にチルダ記号を省略し，式 (2.1.59)に示す無次元化された等方性弾性体における支配方
程式が得られる．
∂2uα
∂t2
=
(
1− 2K2) ∂εV
∂xα
+ 2K2
∑
β
∂εαβ
∂xβ
(2.1.59)
2.2 MPS法による離散化
MPS法による弾性波動解析において必要となる，粒子間相互作用に関する定式化を説明
する [3, 5, 4]．続いて，式 (2.1.59)に示した無次元化された等方性弾性体における支配方程
式に対して MPS法を適用し離散化する．また，それに対応するハミルトニアンを記述し，
その正準方程式が確かに離散化によって得られる計算手法と合致することを示す．さらに，
エネルギー保存性に優れた時間積分であるシンプレクティックスキームを適用する．
2.2.1 重み関数と粒子数密度
MPS法は非圧縮性を前提とする手法であり，原則として粒子数密度を一定に保つ必要が
ある．したがって，粒子同士が重なり合わないよう考慮しなければならない．そこでMPS
16
法では，2 粒子間の距離 |r| に基づく重み関数W (|r|) を用いて重み付けを行い，近傍粒子
から受ける影響力の大きさを調節する．粒子間距離がゼロに近づくにつれて著しく大きくな
るような重み関数を選択することによって粒子同士の過剰な接近を抑制し，非圧縮性を強制
する．
重み関数として，式 (2.2.1) に示すような距離に反比例する定義 [2] や，その値を二乗し
た定義 [16]，対数関数を用いた式 (2.2.2)のような定義 [6]，あるいは双曲線関数を用いた式
(2.2.3)のような定義 [6]などが用いられている．
それぞれの定義式における re は影響半径と呼ばれるパラメータである．ある 2粒子間の
距離が re 未満であれば，互いに近傍であると判定する．一般に基準となる粒子間の距離 l0
の 2.1倍から 3.1倍程度を用いる場合が多い [4]．
図 2.4 MPS法における影響半径の概念図．着目粒子 (赤色)との距離が影響半径 re 以
下の粒子 (青色)を互いに近傍とみなし，粒子間相互作用を計算する．
本研究では，影響半径を re = 2.1× l0 とし，越塚らが用いた式 (2.2.1)に示す重み関数を
用いる．
W (|r|) =
{
re
|r| − 1 (|r| < re)
0 (otherwise)
(2.2.1)
W (|r|) =
{
log re|r| (|r| < re)
0 (otherwise)
(2.2.2)
W (|r|) =
{
sech2
(
4|r|
re
)
− 1 (|r| < re)
0 (otherwise)
(2.2.3)
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この重みの総和として式 (2.2.4)のように定義される ni を粒子数密度という．
ni =
∑
j ̸=i
W (|xj − xi|) (2.2.4)
さらに，n次元ユークリッド空間において，すべての粒子が等間隔格子状の配置である場合
を考える．この時，影響半径内に表面を持たない粒子 iの粒子数密度 ni は全て，ある一定
の粒子数密度 n0 と等しくなり，式 (2.2.5)のように定義できる．
n0 =
∑
j1,j2,j3,··· ,jn∈Z
|j1|+|j2|+|j3|+···+|jn|≠0
W
l0
√√√√ n∑
d=1
j2d
 (2.2.5)
ここで，Zは整数集合である．
2.2.2 粒子間相互作用モデル
MPS法は微分演算子に対して粒子間相互作用モデルを定義することにより，偏微分方程
式の離散化を行う [4]．
等間隔格子状の配置の場合
地点 xi および xj において，ベクトル量 ψi および ψj が定義されているとする．ただ
し，粒子は等間隔格子状に配置されているとする． いま，xi を始点として，ψ を xj − xi
の向きに微分することを考える．この向きを x′ とおけば，次のように書ける．
∂ψ
∂x′
∣∣∣∣
ij
=
ψj −ψi
|xj − xi| (2.2.6)
x′ 方向のみについて考えるために，x′ 方向，すなわちの xj − xi の単位ベクトルとの内積
をとると，
∂ψx′
∂x′
∣∣∣∣
ij
=
ψj −ψi
|xj − xi| ·
xj − xi
|xj − xi| =
(
ψj −ψi
) · (xj − xi)
|xj − xi|2 (2.2.7)
が得られる．これを粒子 iの全ての近傍粒子 j との間で計算し，重みW (|xj − xi|)によっ
て加重平均を求め，ベクトル量 ψ に対する発散 (divergence) モデルを式 (2.2.8) のように
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図 2.5 ベクトル量 ψ の x′ 方向 (すなわち xj − xj 方向)の微分 (勾配)．
定める．
〈∇ ·ψ〉i =
d
ni
∑
j ̸=i
(
ψj −ψi
) · (xj − xi)
|xj − xi|2 W (|xj − xi|) (2.2.8)
左辺の 〈 〉 は粒子間相互作用モデルであることを表す．また，右辺の d は次元数を表して
いる．
また，スカラー量 φに対する勾配 (gradient)モデルは φj を粒子 i周りで Taylor展開し，
1次近似をとることによって式 (2.2.9)のように定められる [18]．
〈∇φ〉i =
d
ni
∑
j ̸=i
(φj − φi) (xj − xi)
|xj − xi|2 W (|xj − xi|) (2.2.9)
スカラー量 φあるいはベクトル量 ψ が地点 xi および xj の中点で定義される場合，
φj − φi → φij (2.2.10)
ψj −ψi → ψij (2.2.11)
xj → xi + xj
2
(2.2.12)
という置換を行うことによって次式が得られる．
〈∇φ〉i =
2d
ni
∑
j ̸=i
φij (xj − xi)
|xj − xi|2 W (|xj − xi|) (2.2.13)
〈∇ ·ψ〉i =
2d
ni
∑
j ̸=i
ψij · (xj − xi)
|xj − xi|2 W (|xj − xi|) (2.2.14)
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ただし，重みはW (|xj − xi|)のままである点に注意する．
これらの粒子間相互作用モデルを適用することによって偏微分方程式を離散化する．前述
のとおり，MPS法では原則として粒子数密度 ni を一定値 n0 に保つことが求められる．し
たがって，式 (2.2.13) と式 (2.2.14) における ni を n0 と固定して計算される場合が多い．
詳しくは後述する弾性体の離散化においても用いるが，これは線形な弾性体の弾性係数テン
ソル E が定数であることに由来する．
空間に対して高次精度化されたMPS法
粒子が等間隔格子状に配置されていることを前提とした．任意の粒子配置に対するより高
精度なMPS法に関しては文献 [21]を参照されたい．
2.2.3 支配方程式の離散化
式 (2.1.59)に示した無次元化された等方性弾性体の支配方程式に対し，粒子間相互作用モ
デルを適用し離散化する．MPS法よる弾性波動解析では，連続体である弾性体を有限個の
観測点に対応する粒子を用いて離散化する．各粒子は表 2.1に示す自由変数をもっている．
並進運動に関する変数に加えて，せん断応力によって粒子間に生じるトルクを考慮するた
め，回転に関する変数も割り当てている．2次元ユークリッド空間においてはスカラーの回
転角 θi となるが，3次元ユークリッド空間においてはクォータニオン qi によって回転を表
す．本研究では 2次元のみを取り扱う．これらの変数から粒子間相互作用を計算し，逐次時
間発展させて更新していく．
表 2.1 粒子 iに割り当てる自由変数
位置 xi
速度 vi
回転角
(クォータニオン)
θi
(qi)
角速度 ωi
無次元のための規格化長さとして，MPS 法における基準となる粒子間の距離 l0 を用い
る．また添字として，着目する粒子に i，その粒子の近傍粒子に j をつけて表す．いま，初
期配置における粒子 iの位置ベクトルを xiniti とする．また，現在時刻における粒子 iの位
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置ベクトルを xi とする．この時，初期配置における相対位置ベクトル rinitij および現在の相
対位置ベクトル rij を次のようにおく．
rinitij = x
init
j − xiniti (2.2.15)
rij = xj − xi (2.2.16)
2次元の回転行列R(θ)は次式に定義する．
R(θ) =
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)
(2.2.17)
初期配置における相対位置ベクトル rinitij を，回転行列R
(
θi+θj
2
)
によって回転させたもの
を r0ij とおく．
r0ij = R
(
θi + θj
2
)
rinitij (2.2.18)
これを，粒子 iと粒子 j との間にひずみがない場合の相対位置ベクトルとする．さらに，粒
子 iと粒子 j の間の (ひずみ)変位ベクトル uij，および粒子間のひずみベクトル εij を次の
ように定める．
uij = rij − r0ij (2.2.19)
εij =
uij
|r0ij |
(2.2.20)
体積ひずみ εV に対して，式 (2.2.8)に示した発散モデルを用いると式 (2.2.21)を得る．
〈
εV
〉
i
= 〈∇ · u〉i =
d
n0
∑
j ̸=i
uij · r0ij
|r0ij |2
W (|r0ij |)
=
d
n0
∑
j ̸=i
εij ·
r0ij
|r0ij |
W (|r0ij |) (2.2.21)
ただし，式 (2.2.5)に定めた基準となる粒子数密度 n0 を用いていることに注意する．これは
線形な弾性体の弾性係数テンソル E が定数でなければならないためである．
ここで pを次式のように定義される圧力とする．
p = − (1− 2K2) εV (2.2.22)
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図 2.6 粒子間変位ベクトル uij の概念図．近傍粒子 iの現在の位置を橙，初期配置に
おける位置を黄色とし，近傍粒子 j の現在の位置を緑色，初期配置における位置を青色
としている．回転角は 2 粒子の平均 θij =
θi+θj
2
である．赤のベクトルが平行移動によ
る変位，青のベクトルが回転による変位に対応しているため，uij がひずみによる変位と
なる．
ただし，この圧力の定義は弾性体における圧力と異なり，Lame´の第 1定数 λに関する成分
のみを含んでいることに注意する．また，圧縮される場合に p > 0となるよう定義されてい
る．これを用いて，粒子 iが受ける圧力 pi を次式のように定められる．
pi = −
(
1− 2K2) 〈∇ · u〉i (2.2.23)
すると，式 (2.1.59)に示した支配方程式の右辺第 1項は pを用いて
(
1− 2K2) ∂εV
∂xα
= −∇p (2.2.24)
と書ける．ここで pi に対する勾配ではなく，2粒子間の平均圧力
pij =
pi + pj
2
(2.2.25)
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に対する勾配をとる．式 (2.2.13)に示した勾配モデルを用いると次式が得られる．
〈−∇p〉i = −
2d
n0
∑
j ̸=i
pij
|r0ij |
r0ij
|r0ij |
W (|r0ij |) (2.2.26)
次に支配方程式の第 2項を離散化するため，式 (2.2.14)に示した発散モデルを適用する．
粒子間の (pとして定義した圧力を除いた)応力ベクトルを tij = 2K2εij とおく．〈
2K2
∑
β
∂εαβ
∂xβ
〉
i
= 2K2
2d
n0
∑
j ̸=i
εij · r0ij
|r0ij |2
W (|r0ij |)
= 2K2
2d
n0
∑
j ̸=i
(
εij ·
r0ij
|r0ij |
)
1
|r0ij |
W (|r0ij |)
= 2K2
2d
n0
∑
j ̸=i
εij
|r0ij |
W (|r0ij |)
=
2d
n0
∑
j ̸=i
tij
|r0ij |
W (|r0ij |) (2.2.27)
ここで，εij は 2粒子間の中点で定義されるひずみテンソルである．また，式 (2.2.28)に示
す Cauchyの式を用いた．
t = σt · n (2.2.28)
ここで，tは応力ベクトル，σ は応力テンソル，nは着目している微小面の単位法線ベクト
ルである．
式 (2.2.26)および式 (2.2.27)より，粒子 iが近傍粒子 j から受ける力による加速度は
〈
∂v
∂t
〉
ij
=
2d
n0
[
− pij|r0ij |
r0ij
|r0ij |
+
tij
|r0ij |
]
W (|r0ij |) (2.2.29)
となる．したがって，粒子 iに働く加速度は
〈
∂v
∂t
〉
i
=
∑
j ̸=i
〈
∂v
∂t
〉
ij
=
2d
n0
∑
j ̸=i
[
− pij|r0ij |
r0ij
|r0ij |
+
tij
|r0ij |
]
W (|r0ij |) (2.2.30)
となる．
これらの粒子間相互作用にはせん断応力が含まれており，これにより力のモーメントが生
じる．そこで，このモーメントを打ち消すようなトルクを粒子に発生させることににより角
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運動量を保存する．粒子間力 F ij と生じるモーメントM ij は
M ij = rij × F ij (2.2.31)
となる．モーメントM ij はベクトル量であるが，本研究では 2次元空間とするため擬スカ
ラーMij = [Mij ]z となる．角運動量保存のためにトルクを与えて
I
∂ωi
∂t
=
1
2
∑
i̸=j
Mij (2.2.32)
とする．ここで ωi は角速度，mは粒子質量，I は粒子の慣性モーメントである．粒子が半
径 l02 の一様な円柱であるとすると，粒子の慣性モーメント I は式 (2.2.33)のように与えら
れる．
I =
1
2
m
(
l0
2
)2
=
1
8
ml20 (2.2.33)
いま無次元化された支配方程式を考えているため，式 (2.2.31)についても無次元化して
M ij = rij × F ij = l0r˜ij × ml0
t20
〈
∂v˜
∂t˜
〉
ij
=
ml20
t20
M˜ ij (2.2.34)
となるので，式 (2.2.32)も同様に無次元化して
I
1
t20
∂ω˜i
∂t˜
=
1
2
∑
i ̸=j
ml20
t20
M˜ij (2.2.35)
I˜
∂ω˜i
∂t˜
=
1
2
∑
i ̸=j
M˜ij (2.2.36)
となる．ここで，規格化された慣性モーメント I˜ は
I˜ =
I
ml20
=
1
8
(2.2.37)
である．なお，これ以降はチルダ記号を省略して
Mij =
[
rij ×
〈
∂v
∂t
〉
ij
]
z
(2.2.38)
I
∂ωi
∂t
=
1
2
∑
i ̸=j
Mij (2.2.39)
I =
1
8
(2.2.40)
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とする．
2.2.4 ハミルトニアンと正準方程式
N 個の粒子における一般化運動量 P i(t)と一般化座標Qi(t)を
P i = P i(t) =
(
vi(t)
Iωi(t)
)
(2.2.41)
Qi = Qi(t) =
(
xi(t)
θi(t)
)
(2.2.42)
とすると，ハミルトニアンHは
H = H(P 1,P 2, · · · ,PN ,Q1,Q2, · · · ,QN , t) (2.2.43)
と表現される．P i と Qi を合わせた 2N 個の変数で構成される座標は正準座標と呼ばれ，
次式に示す正準方程式によって対応する．
dP i
dt
= − ∂H
∂Qi
(2.2.44)
dQi
dt
=
∂H
∂P i
(2.2.45)
いま，ハミルトニアンHが陽に時間に依存しない場合，すなわち
dH
dt
= 0 (2.2.46)
であるとする．このとき，系の運動エネルギーを T，ポテンシャルエネルギーを V として
T = T (P 1,P 2, · · · ,PN ) (2.2.47)
V = V (Q1,Q2, · · · ,QN ) (2.2.48)
H = T + V (2.2.49)
とする．これは，式 (2.2.49)のハミルトニアン Hで記述される系が保存系であることを表
している．
MPS法によって離散化された系の全エネルギーを，式 (2.1.34)に示した等方性弾性体の
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ひずみエネルギー密度関数を参照し
T =
∑
i
1
2
|vi|2 +
∑
i
1
2
Iωi
2 (2.2.50)
V =
∑
i
1
2
(1− 2K2) (εVi )2 +∑
ij
1
2
2d
n0
2K2 |εij |2W (|r0ij |)
=
∑
i
1
2
(1− 2K2) (εVi )2 + 12∑
i
∑
j ̸=i
1
2
2d
n0
2K2 |εij |2W (|r0ij |) (2.2.51)
とする．一般化座標の時間微分は
dQi
dt
=
∂H
∂P i
=
∂T
∂P i
(2.2.52)
であり，一般化運動量の時間微分は
dP i
dt
= − ∂H
∂Qi
= − ∂V
∂Qi
(2.2.53)
である．
まず，一般化運動量の時間微分は容易に解けて
dxi
dt
=
∂T
∂vi
=
∂
∂vi
(∑
k
1
2
|vk|2
)
= vi (2.2.54)
dθi
dt
=
∂T
∂ωi
=
∂
∂ωi
(∑
k
1
2
|ωk|2
)
= ωi (2.2.55)
となる．これは速度と角速度の定義と同値となっている．
次に，並進運動量の時間微分を求める．
dvi
dt
= − ∂V
∂xi
= −
∑
k
1
2
(1− 2K2)2εVk
∂εVk
∂xi
−
∑
j ̸=i
1
2
2d
n0
2K2
∂(εij · εij)
∂xi
W (|r0ij |) (2.2.56)
ここで，εVk はその近傍粒子に依存していることに注意する．
∂(εij · εij)
∂xi
=
1∣∣r0ij∣∣2
∂(uij · uij)
∂xi
= − 2εij∣∣r0ij∣∣ (2.2.57)
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∂εVi
∂xi
=
d
n0
∑
j ̸=i
∂(uij · r0ij)
∂xi
W (|r0ij |)∣∣r0ij∣∣2 = −
d
n0
∑
j ̸=i
r0ij∣∣r0ij∣∣2W (|r0ij |) (2.2.58)
∂εVk
∂xi
∣∣∣∣
k ̸=i
=
d
n0
∑
j ̸=k
∂(ukj · r0kj)
∂xi
W (|r0kj |)∣∣∣r0kj∣∣∣2 =
d
n0
∂(uki · r0ki)
∂xi
W (|r0ki|)
|r0ki|2
=
d
n0
∂(uik · r0ik)
∂xi
W (|r0ik|)
|r0ik|2
= − d
n0
r0ik
|r0ik|2
W (|r0ik|) (2.2.59)
まとめると
dvi
dt
=
2d
n0
∑
j ̸=i
(1− 2K2)ε
V
i + ε
V
j
2
r0ij∣∣r0ij∣∣2W (|r0ij |) +
2d
n0
∑
j ̸=i
2K2
εij∣∣r0ij∣∣W (|r0ij |)
=
2d
n0
∑
j ̸=i
(
−pi + pj
2
r0ij∣∣r0ij∣∣2 +
tij∣∣r0ij∣∣
)
W (|r0ij |)
=
2d
n0
∑
j ̸=i
(
− pij∣∣r0ij∣∣ r
0
ij∣∣r0ij∣∣ + tij∣∣r0ij∣∣
)
W (|r0ij |) (2.2.60)
となる．すると，式 (2.2.60)の右辺は式 (2.2.30)と完全に一致する．また，左辺は加速度の
定義と同値となっている．
最後に，回転運動量の時間微分を求める．
d(Iωi)
dt
= −∂H
∂θi
(2.2.61)
= −
∑
k
1
2
(1− 2K2)2εVk
∂εVk
∂θi
−
∑
j ̸=i
1
2
2d
n0
2K2
∂(εij · εij)
∂θi
W (|r0ij |) (2.2.62)
ここで，εVk はその近傍粒子に依存していることに注意する．また，単位法線ベクトル enij
と単位接線ベクトル esij を
enij =
r0ij∣∣r0ij∣∣ (2.2.63)
esij = R
(pi
2
)
enij =
(
− [enij]y[
enij
]
x
)
(2.2.64)
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とおく．
∂r0ij
∂θi
=
∂R
(
θi+θj
2
)
∂θi
rinitij =
1
2
R
(pi
2
)
R
(
θi + θj
2
)
rinitij
=
1
2
R
(pi
2
)
r0ij =
1
2
∣∣r0ij∣∣ esij (2.2.65)
∂(uij · r0ij)
∂θi
=
∂uij
∂θi
· r0ij + uij ·
∂r0ij
∂θi
= −∂r
0
ij
∂θi
· r0ij + uij ·
(
1
2
∣∣r0ij∣∣ esij)
=
1
2
∣∣r0ij∣∣ rij · esij (2.2.66)
∂(εij · εij)
∂θi
= −∂r
0
ij
∂θi
· 2εij∣∣r0ij∣∣ = −esij · εij = −esij · rij∣∣r0ij∣∣ (2.2.67)
∂εVi
∂θi
=
d
n0
∑
j ̸=i
∂(uij · r0ij)
∂θi
W (|r0ij |)∣∣r0ij∣∣2 =
d
n0
∑
j ̸=i
1
2
rij · esij
W (|r0ij |)∣∣r0ij∣∣ (2.2.68)
∂εVk
∂θi
∣∣∣∣
k ̸=i
=
d
n0
∑
j ̸=k
∂(ukj · r0kj)
∂θi
W (|r0kj |)∣∣∣r0kj∣∣∣2 =
d
n0
∂(uki · r0ki)
∂θi
W (|r0ki|)
|r0ki|2
=
d
n0
∂(uik · r0ik)
∂θi
W (|r0ik|)
|r0ik|2
=
d
n0
1
2
rik · esik
W (|r0ik|)
|r0ik|
(2.2.69)
まとめると
d(Iωi)
dt
= −2d
n0
∑
j ̸=i
(1− 2K2)ε
V
i + ε
V
j
2
1
2
rij · esij
W (|r0ij |)∣∣r0ij∣∣ + 12 2dn0
∑
j ̸=i
2K2esij ·
rij∣∣r0ij∣∣W (|r0ij |)
=
1
2
2d
n0
∑
j ̸=i
(
pij + 2K
2
)
esij ·
rij∣∣r0ij∣∣W (|r0ij |) (2.2.70)
となる．ところで，いま任意の 2次元ベクトル aに対して
[
a× enij
]
z
= ax
[
enij
]
y
− ay
[
enij
]
x
(2.2.71)
a · esij = ax
[
esij
]
x
+ ay
[
esij
]
y
= −ax
[
enij
]
y
+ ay
[
enij
]
x
= − [a× enij]z (2.2.72)
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が成り立つので
[
rij × r0ij
]
z
=
[∣∣r0ij∣∣ rij × enij]z = − ∣∣r0ij∣∣ rij · esij (2.2.73)
[rij × εij ]z =
[
rij ×
rij − r0ij∣∣r0ij∣∣
]
z
= rij · esij (2.2.74)
となることを用いれば，式 (2.2.29)の両辺について rij とのクロス積をとれば
[
rij ×
〈
∂v
∂t
〉
i
]
z
=
[
rij × 2d
n0
(
− pij∣∣r0ij∣∣ r
0
ij∣∣r0ij∣∣ + tij∣∣r0ij∣∣
)
W (|r0ij |)
]
z
=
2d
n0
(
− pij∣∣r0ij∣∣
[
rij × r0ij
]
z∣∣r0ij∣∣ + 2K2 [rij × εij ]z∣∣r0ij∣∣
)
W (|r0ij |) (2.2.75)
=
2d
n0
(
pij∣∣r0ij∣∣ + 2K
2∣∣r0ij∣∣
)
rij · esijW (|r0ij |) (2.2.76)
となる．したがって，式 (2.2.70)は
d(Iωi)
dt
=
1
2
∑
j ̸=i
rij ×
〈
∂v
∂t
〉
i
(2.2.77)
と書けることがわかる．これは，式 (2.2.38)および式 (2.2.39)の定義と完全に一致する．
以上のことから，2.2.3節で導出した計算手法は，式 (2.2.49)のハミルトニアンHに対応
する式 (2.2.44)および式 (2.2.45)の正準方程式と同値なることが確認できた．
2.2.5 シンプレクティックスキーム
2.2.4 節で正準方程式が MPS 法による離散化と一致するハミルトニアンを記述した．こ
の時，長時間に渡る時間積分を行う場合においてもエネルギー保存性に優れたシンプレク
ティックスキームが適用できる [22]．
一般化運動量 pと一般化座標 q について，現在時刻における値 (q, p)が次の時刻における
値 (q′, p′)へ写像されるとする．この時，ハミルトニアンHは保存され
H(q, p) = H(q′, p′) (2.2.78)
となる．また，この写像は正準変換となり，ウェッジ積を用いて
dp ∧ dq = dp′ ∧ dq′ (2.2.79)
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と表される．この両方を満たす数値積分は存在しないが，後者を満たす数値積分方式をシン
プレクティックスキームと呼ぶ．
1次精度の陽的シンプレクティックスキームは
H = T (p) + V (q) (2.2.80)
q′ = q +∆t ∂T∂p
∣∣∣
p=p
, p′ = p−∆t ∂V∂q
∣∣∣
q=q′
(2.2.81)
あるいは順序を逆にした
p′ = p−∆t ∂V∂q
∣∣∣
q=q
, q′ = q +∆t ∂T∂p
∣∣∣
p=p′
(2.2.82)
である．ここで，T (p)は運動エネルギー，V (q)はポテンシャルエネルギーである．
いま例として，質量 1，ばね定数 1の系を考えると
q = x , p = v
dq
dt = p ,
dp
dt = −q
(2.2.83)
H = 1
2
p2 +
1
2
q2 (2.2.84)
である．これにオイラー法を適用すると
q′ = q +∆tp (2.2.85)
p′ = p−∆tq (2.2.86)
H′ = 1
2
p2 +
1
2
q2 +
(
1
2
p2 +
1
2
q2
)
∆t2 = (1 +∆t2)H (2.2.87)
ならびに (
q′
p′
)
=
(
1 ∆t
−∆t 1
)(
q
p
)
(2.2.88)
det
∣∣∣∣∣ 1 ∆t−∆t 1
∣∣∣∣∣ = 1 +∆t2 (2.2.89)
を得る．つまり元の支配方程式が保存系であるにも関わらず，時間発展を繰り返すたびに系
のエネルギーが単調に増加してしまう．一方で，式 (2.2.81)のシンプレクティックスキーム
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を適用すると
q′ = q +∆tp (2.2.90)
p′ = p−∆tq′ = p−∆tq −∆t2p (2.2.91)
H′ = H+ 1
2
(q2 − p2)∆t2 + pq∆t3 + 1
2
p2∆t4 (2.2.92)
であるから，ハミルトニアンは保存されない．また，1ステップあたりの誤差は O(∆t2)で
ありオイラー法と同じオーダーであることがわかる．ところが(
q′
p′
)
=
(
1 ∆t
−∆t 1−∆t2
)(
q
p
)
(2.2.93)
det
∣∣∣∣∣ 1 ∆t−∆t 1−∆t2
∣∣∣∣∣ = 1 (2.2.94)
であることから，系のエネルギーが際限なく増加あるいは減少することはない．これは，エ
ネルギー誤差はある一定の範囲内に振動しながらも留まり続けることに対応する．
2.2.4節で得られた結果にこのシンプレクティックスキームを適用する．式 (2.2.60)に示
した粒子 iに働く加速度と，式 (2.2.77)に示した角加速度から，時間更新式は
vn+1i = v
n
i +
∂vni
∂t
∆t (2.2.95)
xn+1i = x
n
i + v
n+1
i ∆t (2.2.96)
ωn+1i = ω
n
i +
∂ωni
∂t
∆t (2.2.97)
θn+1i = θ
n
i + ω
n+1
i ∆t (2.2.98)
と定められる．
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第 3章
吸収境界条件の導入と性能評価
3.1 PML吸収境界条件
Mur吸収境界条件 [9]や Higdon吸収境界条件 [10]では，境界上に配置された標本点にお
いて後退波が生じない条件を偏微分方程式により与える．一方，Berenger[11] が提案した
Perfectly Matched Layer(PML)では複数の吸収層を配置し，段階的に減衰させていく方法
をとる．各層間についてはインピーダンスマッチングをとることで，界面から反射波を生じ
させないようにする．
2次元弾性体の支配方程式は，粒子速度 v と応力テンソル σ によって
σ =
(
σxx σxy
σxy σyy
)
(3.1.1)
∂vx
∂t
=
1
ρ
(
∂σxx
∂x
+
∂σxy
∂y
)
(3.1.2)
∂vy
∂t
=
1
ρ
(
∂σxy
∂x
+
∂σyy
∂y
)
(3.1.3)
∂σxx
∂t
= (λ+ 2µ)
∂vx
∂x
+ λ
∂vy
∂y
(3.1.4)
∂σyy
∂t
= λ
∂vx
∂x
+ (λ+ 2µ)
∂vy
∂y
(3.1.5)
∂σxy
∂t
= µ
(
∂vx
∂y
+
∂vy
∂x
)
(3.1.6)
と表される．PMLではこれらの変数を空間微分の方向ごとに成分分解し
vx = v
x
x + v
y
x (3.1.7)
vy = v
x
y + v
y
y (3.1.8)
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σxx = σ
x
xx + σ
y
xx (3.1.9)
σxy = σ
x
xy + σ
y
xy (3.1.10)
σyy = σ
x
yy + σ
y
yy (3.1.11)
とする．そして，分解した成分ごとに減衰係数をかけ
∂vxx
∂t
+ β(x)vxx =
1
ρ
∂σxx
∂x
∂vyx
∂t
+ β(y)vyx =
1
ρ
∂σxy
∂y
(3.1.12)
∂vxy
∂t
+ β(x)vxy =
1
ρ
∂σxy
∂x
∂vyy
∂t
+ β(y)vyy =
1
ρ
∂σyy
∂y
(3.1.13)
∂σxxx
∂t
+ β(x)σxxx = (λ+ 2µ)
∂vx
∂x
∂σyxx
∂t
+ β(y)σyxx = λ
∂vy
∂y
(3.1.14)
∂σxyy
∂t
+ β(x)σxyy = λ
∂vx
∂x
∂σyyy
∂t
+ β(y)σyyy = (λ+ 2µ)
∂vy
∂y
(3.1.15)
∂σxxy
∂t
+ β(x)σxxy = µ
∂vy
∂x
∂σxxy
∂t
+ β(y)σxxy = µ
∂vx
∂y
(3.1.16)
とする．ここで β(x)および β(y)は，座標 xまたは y における減衰の強さを決定する係数
である．これらの関数は，吸収層内において正の値をとり，その他の領域では 0をとる．し
たがって，物理領域内においては β(x) = β(y) = 0となり，成分分解する前の元の支配方程
式と合致する．
減衰係数 β には次式に示す定義が広く用いられている．
β0 =
(n+ 1)c
2L
ln
1
R
(3.1.17)
β(d) =
β0
(
d
L
)n
(if 0 ≤ d ≤ L)
0 (otherwise)
(3.1.18)
ここで，cは位相速度，Lは吸収層の厚さ，nは多項式の次数，Rは理論上の反射率，変数
dは吸収境界内における深さである．x0 を物理領域と吸収領域の境界座標とした場合に，x
の正方向に PML吸収境界を配置する場合は d = x− x0 とすればよい．同様に xの負方向
についても d = x0 − xとすればよい．
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3.2 SPH法における吸収境界条件
MPS 法と同じ粒子法である SPH 法では，浅水波方程式の解析において吸収境界が導入
されている [12]．これは物理量 Aに対して直接
dA
dt
= f
(
A,
∂A
∂x
, x
)
− β(x)(A−Aout) (3.2.1)
という定義を与えて減衰させる非常にシンプルな手法である．ここで Aout は吸収領域の外
側における Aの値である．
先行研究 [12]では，深さ dに対する n乗を用いる式 (3.1.18)に加えて，双曲線型の
β(d) =
β0 dL−d (if 0 ≤ d ≤ L)0 (otherwise) (3.2.2)
についても評価されている．また，粒子速度 v の正負によって β = 0とする条件も加えた
検討もなされている．これは吸収境界の方向に速度をもっている場合にのみ β > 0 とする
もので，運動エネルギーをより減少させることができるという結論を得ている．
3.3 提案する吸収境界条件
MPS法による弾性波動解析に対して PML吸収境界条件をベースとした吸収境界を提案
する．本研究で扱っているMPS法による弾性体の計算手法では，粒子間のひずみ変位から
直接応力ベクトルを計算している．したがって応力テンソルが陽に現れず，応力テンソルに
対する減衰をかける PML吸収境界条件をそのまま適用できない．また，粒子速度に対する
減衰に関しても応力テンソルの成分が陽に求まらないため，粒子速度成分を各空間方向に分
解できない．
3.3.1 手法 1 : 粒子速度のみの減衰
そこで最も簡易的な解決方法として，粒子速度に対する減衰のみを考慮する方法がある．
これはインピーダンスマッチングをとった吸収層を重ねるという PML 本来の趣旨から外
れ，純粋なダンピングとみなせる．しかし，十分な層を確保することによってある程度の吸
収性能を有することが期待され，MPS法による弾性波動解析に対してどの程度有効なのか，
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その知見を得るために必要な検討であると考える．導入は非常にシンプルで，支配方程式に
次式のように減衰項を加えるのみである．
ρ
∂2u
∂t2
= (λ+ µ)∇(∇ · u) + µ∇2u− β(d)ρ∂u
∂t
(3.3.1)
ここで β(x)は式 (3.1.18)を多次元空間へ拡張したもので，物理領域と吸収領域の境界面上
における座標 x0 と境界面外向きの単位法線ベクトル nを用いて次式で与える．
β(x) =
β0
[
(x−x0)·n
L
]n
(if 0 ≤ (x− x0) · n ≤ L)
0 (otherwise)
(3.3.2)
3.3.2 手法 2 : 粒子速度と等方圧の減衰
もう 1つの解決方法として，等方圧に対する減衰も加える方法がある．これは，各粒子の
位置において等方圧が定義されることを利用する．Lame´の第 1定数 λと第 2定数 µに関
して成分分解を行い，λに関する項のみに減衰係数をかけて
σxx = σ
λ
xx + σ
µ
xx (3.3.3)
σyy = σ
λ
yy + σ
µ
yy (3.3.4)
∂v
∂t
=
1
ρ
∇ · σ − β(x)v (3.3.5)
∂σλxx
∂t
= λ∇ · v − β(x)σλxx (3.3.6)
∂σµxx
∂t
= 2µ
∂vx
∂x
(3.3.7)
∂σλyy
∂t
= λ∇ · v − β(x)σλyy (3.3.8)
∂σµyy
∂t
= 2µ
∂vy
∂y
(3.3.9)
∂σxy
∂t
= µ
(
∂vx
∂y
+
∂vy
∂x
)
(3.3.10)
とする．σxy に関しては λ の項を含まないため分解していない．また，式 (3.3.6) と式
(3.3.8)より σλxx = σλyy であり，どちらか一方を計算すれば十分である．
β(x)が時間に依存しないとし，式 (3.3.6)の両辺を時間で積分すると
σλxx = λ∇ · u− β(x)
∫
σλxxdt+ C (3.3.11)
35
となる．ここで u は粒子変位，C は積分定数である．特に，初期配置において等方圧が 0
であるとすれば C = 0として単純化できる．
3.4 計算モデルと評価方法
図 3.1に示すモデルの上端 (y = Y )を波源とし，縦波または横波の平面波を発生させる．
モデル形状は x = 0，x = X および y = Y に対して対称である．図中の灰色の領域が吸収
境界である．縦波を入力する場合は y 方向，横波の場合は x方向に波源を強制変位させる．
入力が終了した時点での系のエネルギーを E0 とする．入射波は角度 θで傾斜した厚さ Lの
吸収領域に入射角 θ で到達し，減衰および反射する．
この時，全く反射しない理想的な状況では系のエネルギーは線形に減少する．また，反射
が生じる場合においても，その反射波が別の吸収領域に到達するまでは系のエネルギーは線
形に減少するとみなせる．理想的な減少率を a0，数値計算から得られる減少率を aとする
と，エネルギー反射率 r は
r = 1− a
a0
(3.4.1)
となり，これを吸収性能の評価基準とする．θ = 0◦ では a0 を定められないが，反射後に系
のエネルギー変化率が 0 となる時間帯が存在する．したがって，その時点での系のエネル
ギーを E とすれば
r =
E
E0
(3.4.2)
となる．
表 3.1に示すパラメータの全組合せについて数値計算を行う．Lは吸収層の厚さ，nは多
項式の次数，Rは理論上の反射率であり，式 (3.1.17)および式 (3.3.2)で用いられているも
のである．共通するパラメータは，影響半径 re/l0 = 2.1，クーラン数 cp∆t/l0 = 0.25，速
度比 cs/cp = 0.5，強制変位の振幅 A/l0 = 0.01である．ここで，cp は縦波音速，cs は横波
音速である．強制変位は次式で与えるとし，その形状を図 3.2に示す．
x(t) = A cos
2pit
T
sin2
pit
4T
(3.4.3)
ここで，Aは振幅，tは時間，T は周期で，入力は 0 ≤ t ≤ 4T でのみ行う．周期 T は入射
波の波長が 50粒子相当となるように，縦波入力の場合では T = 50l0/cp，横波入力の場合
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では T = 50l0/cs とする．
減衰係数は，各粒子の初期配置における位置 xinit に基づく β(xinit)を用いる．また，式
(3.1.17)における音速 cには縦波音速 cp を用いる．
図 3.1 性能評価のモデル図. 粒子は y ≥ x tan θ にのみ配置される. y = x tan θ の直
線状では β(x) = β0．x = 0，x = X および y = Y に対して対称．灰色の領域が吸収
領域．
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図 3.2 入力波の形状．振幅は最大振幅で規格化されている．
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表 3.1 性能評価のパラメータスタディに用いる各パラメータ．
入射波の種類 縦波 (P-wave), 横波 (S-wave)
入射角 θ = 0◦, 15◦, 30◦, 45◦, 60◦
吸収境界の厚さ L = 25, 50, 100, 200
多項式の次数 n = 1, 2, 3, 4
理論上の反射率 R = 10−2, 10−3, 10−4
3.5 結果
入射角を θ，吸収層の厚さを L，多項式の次数を n，理論上の反射率を R，計算結果の反
射率を r と表記する．
”手法 2”の縦波入力，θ = 60◦，L = 200，n = 2，R = −30dB のケースにおける全エ
ネルギーの時間変化を図 3.3 に示す．系のエネルギーが線形に減少していることが確認で
き，この減少率 aから式 (3.4.1)によって r が求まる．同じく，θ = 0◦，L = 200，n = 2，
R = −30dB の全エネルギーを図 3.4 に示す．系のエネルギーが減少後に一定となってお
り，このときのエネルギー E から式 (3.4.2)によって r が求まる．
次に，反射率の結果をまとめたものを図 3.5から図 3.12までに示す．
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図 3.3 縦波入力，θ = 60◦，L = 200，n = 2，R = −30dB における全エネルギーの
時間変化．入力が終了した時点での系のエネルギー E0 で規格化されている．線形近似に
よって推定された減少率 aの直線も示した．
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図 3.4 縦波入力，θ = 0◦，L = 200，n = 2，R = −30dBにおける全エネルギーの時
間変化．入力が終了した時点での系のエネルギー E0 で規格化されている．
”手法 1”において縦波入力
図 3.5と図 3.6に示す．L = 200では θ = 0◦における rがRにほぼ一致している．一方，
θ > 0◦ では θ = 15◦ の r が最も大きい．これは R を小さくすることによって改善するが，
検証した範囲では θ に依らずおよそ r = −22dB が限度となった．θ = 0◦ では式 (3.1.18)
で示した PMLにおける減衰係数と，式 (3.3.2)で提案した減衰係数は一致する．したがっ
て，提案した手法では空間方向の成分分解を行わなかったことに起因していると考える．
L = 25では nを上げるほど，また Rを小さくするほど r が大きくなる傾向が見られる．
θ = 60◦ においてはそれほど影響を受けない．また，L ≥ 100においては nの影響がほとん
どなくなる．
”手法 1”において横波入力
図 3.7 と図 3.8 に示す．L = 200 では θ = 0◦ における r が R より小さくなった．
R = −20dB においてはおよそ r = −40dB であることから，さらに L を大きくすると
r = R2 となることが予測される．ただし，今回は速度比を cp/cp = 0.5としていることも影
響していると考える．縦波の場合と同様，θ > 0◦ においては θ に依らずおよそ r = −32dB
が限度となった．
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”手法 2”において縦波入力
図 3.9 と図 3.10 に示す．”手法 1”と比較して，θ = 0◦ における r が小さくなっている．
また，L = 25では θ < 45◦ において性能が向上している．特に θ = 15◦ で r が大きくなる
傾向が目立たなくなった．L = 200では θ = 0◦ における rが Rより小さくなり，十分な大
きさの Lでは r = R1.5となることが予測される．
”手法 2”において横波入力
図 3.11と図 3.12に示す．”手法 1”と比較して，L = 100および L = 200ではよく似た結
果となった．一方で L = 25および L = 50においては，特に θ = 30◦ において r が低下し
た．これは，吸収層内または吸収層の外側の自由表面においてエネルギーの一部が縦波に変
換され，これが吸収されたためであると考える．
3.5.1 まとめ
縦波を入力とする場合は
1. 入射角 θ が大きくなるに従って反射率 r も大きくなる傾向にある．
2. 厚さが薄い (L = 25)場合，多項式の次数 nが低いほど反射率 r も小さい．
3. 厚さが厚い (L > 100)場合でも，θ ≥ 15◦ においては反射率が r = −22 dB付近から
改善しない．
4. θ = 0◦ では十分な厚さの場合に反射率は r = R1.5 程度となる．
と考えられる．また，横波を入力とする場合は
1. 入射角 θ が大きくなるに従って r も大きくなる傾向にある．ただし，厚さが薄い
(L = 25) 場合は θ = 30◦ 付近，厚い (L ≥ 25) 場合は θ = 45◦ 付近で最も r が小
さい．
2. 厚さが薄い (L = 25)場合，多項式の次数 nが低いほど反射率 r も小さい．
3. 厚さが厚い (L = 200)場合でも，θ ≥ 15◦ においては反射率が r = −32 dB付近から
改善しない．
4. θ = 0では十分な厚さの場合に反射率は r = R2 程度となる．
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と考えられる．これらの結果を踏まえると，本研究の手法ではL = 100，n = 2，R = −30 dB
程度とすることが適当であると考える．これは検証した全ての入射角 θにおいて，縦波およ
び横波ともに −20 dB以下の反射率を達成できる条件である．
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図 3.5 手法 1，縦波入力，多項式の次数 n =
1, 2における反射率の結果．
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図 3.6 手法 1，縦波入力，多項式の次数 n =
3, 4における反射率の結果．
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図 3.7 手法 1，横波入力，多項式の次数 n =
1, 2における反射率の結果．
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図 3.8 手法 1，横波入力，多項式の次数 n =
3, 4における反射率の結果．
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図 3.9 手法 2，縦波入力，多項式の次数 n =
1, 2における反射率の結果．
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図 3.10 手法 2，縦波入力，多項式の次数
n = 3, 4における反射率の結果．
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図 3.11 手法 2，横波入力，多項式の次数
n = 1, 2における反射率の結果．
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図 3.12 手法 2，横波入力，多項式の次数
n = 3, 4における反射率の結果．
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第 4章
Rayleigh波の伝播精度の検討
4.1 粒子配置の乱雑度
前述のとおり，式 (2.2.8)，式 (2.2.9), 式 (2.2.13)，式 (2.2.14)に示したMPS法の離散化
式は，いずれも粒子の等間隔格子状の配置を前提としている．このため，自由表面付近や粒
子が乱雑に配置されている場合では空間分割に対する収束性をもたず，粒子の並びによって
計算精度が著しく変化する．Taylor 展開を利用した高次の収束性をもつ離散化式を得る手
法も開発されている [21]が，式の扱いやすさや計算量などの観点から粒子の等間隔格子状の
配置を前提とするオリジナルの離散化式は依然として有用である．
そこで本研究では，オリジナルの離散化式を用いる場合において，粒子配置の乱雑さが与
える影響も検討する．ここで，粒子配置の乱雑さの強さを決定するパラメータとして乱雑度
αを導入する．等間隔格子状の配置とした粒子位置を基準とし，そこに移動ベクトル sを加
えたものを初期位置ベクトル xinit とする．移動ベクトル sは各粒子ごとに独立で，一様乱
数列 {Xn}により生成する．ただし，乱数列の要素は Xi ∈ [−1, 1]を満たす．
s = α

X1
X2
...
Xn
 (4.1.1)
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図 4.1 乱雑度を加えた粒子配置の概念図．等間隔格子配置 (灰色)を基準として，粒子
i の移動ベクトル si を加えた位置 (赤色) を粒子 i の初期位置ベクトル xiniti とすること
で乱雑度を導入する．
4.2 計算モデル
Rayleigh 波の伝播精度の評価は，式 (2.1.54) から得られる Rayleigh 波の位相速度と，
MPS法による弾性波動解析の結果から得られる位相速度との差に着目して行う．また，反
射波による影響を抑制するために，前述の吸収境界の性能評価における結果をもとに吸収境
界を設定する．縦波および横波の吸収性能のバランスから吸収境界のパラメータを決定す
る．ここでは，吸収境界の厚さ L = 200，減衰曲線の次数 n = 2，理論反射率 R = −30dB
を選択した．その性能については，図 3.5および図 3.7に示している．
伝播精度の検討には，条件として表 4.1に示すパラメータの全組み合わせ (64通り)を与
える．
表 4.1 Rayleigh波の伝播精度の検討における条件パラメータ
乱雑度 α = 0.00, 0.05, 0.10, 0.15, 0.20, 0.25, 0.30, 0.35
影響半径 re = 2.1, 2.6, 3.1, 3.6, 4.1, 4.6, 5.1, 5.6
Rayleigh 波の伝播精度の検討に用いる計算モデルを図 4.2 に示す．図中の斜線で示した
領域は吸収境界である．
規格化されたモデルパラメータは表 4.2に示すものを用いる．
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図 4.2 Rayleigh波の伝播精度の検討における計算モデル
表 4.2 Rayleigh波の伝播精度の検討におけるモデルパラメータ
速度比 K = cscp = 0.5354
Courant数 C = 0.10
入力は，波源の粒子変位に式 (4.2.1) のように与えて行う．波源は点波源で，位置は
x = 600, y = 600である．入力波形は図 4.3のようになる．
f(t) = tanh 3
t− 3NT2
3NT
2
g(t) =
f(t)− f(0)
1− f(0)
h(t) = 10 sin
2pit
NT
g(t) {1− g(t− 5NT )} (4.2.1)
ここで nをタイムステップとする．入射波の周期はNT = 1000タイムステップである．こ
の時，式 (2.1.54)から得られる理論上の位相速度をもつ Rayleigh波が生じた場合，1波長
がおよそ 49となる．また，入力は 0 ≤ t ≤ 8NT においてのみ行う．波源の振動方向は y 方
向である．
4.3 結果
図 4.2に示した波源から，自由表面を構成している右側 1500粒子 (x = 600, y = 600か
ら x = 2099, y = 600)を表面粒子として抽出する．表面粒子の y 方向の変位を空間方向 x
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図 4.3 Rayleigh波の伝播精度の検討における入力波形 (入射波の周期 NT = 1000)
について離散フーリエ変換し，波長 λ = 49.5の成分の角速度から位相速度を計算する．表
4.2のパラメータより，式 (2.1.54)に従って計算される位相速度は (cp = 1として)およそ
cr = 0.49 である．結果から得られた位相速度を c′r とおき，誤差率 ε [%] を次のように定
める．
ε =
c′r − cr
cr
× 100 (4.3.1)
各条件の計算結果から得られた誤差率 εを，表 4.3および図 4.4に示す．
結果から，全ての影響半径 re の場合において乱雑度 α が大きくなるにつれて Rayleigh
波の位相速度が低下している．MPS法のオリジナルの離散化式 (式 (2.2.8)や式 (2.2.9))で
は，式 (2.2.5)に示したような粒子の等間隔格子配置を仮定している．この仮定を満たさな
い場合には，伝播速度が低下する方向に誤差が現れると考えられる．
乱雑度 α = 0すなわち等間隔格子配置の場合において，影響半径 re が大きいほど誤差が
小さくなっている．ところで，Rayleigh 波は自由表面付近を伝播する波である．この自由
表面を構成する粒子の粒子数密度 ni は，等間隔格子配置の仮定が成り立っている粒子の粒
子数密度 (すなわち n0) のおよそ半分となる．しかし影響半径 re を大きくとることによっ
て粒子数密度の比 nin0 は大きくすることができる (
ni
n0 >
1
2 である)．これによって近傍粒子
の不足による誤差が軽減され，影響半径 re が大きいほど誤差率 εが小さくなる結果につな
がったと考えられる．また，比較的小さい乱雑度 (α ≤ 0.10)において，全ての影響半径 re
で誤差率 εは 1%未満に抑えられていることがわかる．これは短時間の解析であれば十分な
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精度だが，長時間の解析を行う場合には大きな誤差を伴う可能性があると考えている．
次に，図 4.5に等間隔格子配置 (乱雑度 α = 0)とした場合の，タイムステップ n = 10000
および n = 28000 における表面粒子の y 方向 (垂直方向) の変位を，3 種類の影響半径
(re = 2.1, 3.6, 5.6)について示す．あわせて，タイムステップ n = 10000と n = 28000に
おける波の形状の比較を図 4.6に示す．進行方向前方の振幅が減少し，後方の振幅が増加し
ている様子がわかる．これは，分散効果によって高周波成分が遅れているためであると考え
られる．また，大きな影響半径ほど全体の振幅が小さくなっている．これは何らかの分散の
影響を受けていることが考えられるが，詳細については未調査である．
等間隔格子配置 (乱雑度 α = 0)，影響半径 re = 2.1における表面変位のパワースペクトル
の時間変化を図 4.7に示す．同様に，影響半径 re = 5.6の場合を図 4.8に示す．いずれの場
合もパワースペクトルの時間的な乱れは見られない．理論上の位相速度をもつ Rayleigh波
の 1波長はおよそ 49であるから，波数 (Wave-number)k = 1500/49 ∼ 30.6付近にピーク
が生じる．影響半径 re = 2.1および re = 5.6のいずれにおいても，波数のピークは k = 30
付近に見られる．
次に，乱雑度の違いによる表面変位の変化を確認する．影響半径 re = 2.1，乱雑度 α = 0
と α = 0.35 の場合の表面変位を図 4.9 に示す．また，パワースペクトルの時間変化を図
4.10 に示す．乱雑度 α = 0.35 においては，伝播する波形の形状とパワースペクトルのい
ずれも乱れていることがわかる．波数 k = 33 付近を中心としてピークが現れており，位
相速度の遅れは −10% 程度と推定できる．これは表 4.3 に示した理論上の位相速度よりも
−8.54%遅れている結果と大きく矛盾しない．
最後に，影響半径の違いによる表面変位の変化を確認する．乱雑度 α = 0.35として，影
響半径 re = 2.1および re = 5.6の場合の表面変位を図 4.11に示す．また，パワースペクト
ルの時間変化を図 4.12に示す．図 4.10と比較すると，影響半径を大きくとることによって
波形の形状の乱れが小さくなっていることがわかる．しかしパワースペクトルにおいては，
波数空間の方向に見られる乱れの幅は小さくなっていない．ただし，理論上のピークである
波数 k ∼ 30.6 により近い波数 k = 31 付近を中心としてピークが現れている．このことか
ら位相速度に限って評価すれば，影響半径を大きくとることによって伝播精度が向上すると
いえる．
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表 4.3 Rayleigh波速度の誤差率の結果 (乱雑度 αおよび影響半径 re の全組み合わせ)
re
α
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35
2.1 0.82 % 0.56 % -0.13 % -1.06 % -2.33 % -3.99 % -6.15 % -8.54 %
2.6 0.67 % 0.51 % 0.06 % -0.75 % -1.76 % -3.08 % -4.54 % -6.24 %
3.1 0.55 % 0.44 % 0.18 % -0.22 % -0.83 % -1.64 % -2.49 % -3.56 %
3.6 0.45 % 0.43 % 0.24 % -0.09 % -0.54 % -1.31 % -2.00 % -2.86 %
4.1 0.33 % 0.29 % 0.12 % -0.15 % -0.51 % -1.01 % -1.51 % -2.18 %
4.6 0.24 % 0.17 % 0.02 % -0.23 % -0.60 % -1.02 % -1.55 % -2.13 %
5.1 0.14 % 0.12 % -0.01 % -0.18 % -0.46 % -0.80 % -1.16 % -1.69 %
5.6 0.05 % 0.01 % -0.09 % -0.30 % -0.56 % -0.88 % -1.21 % -1.60 %
図 4.4 乱雑度 αおよび影響半径 re と Rayleigh波速度の誤差率．
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図 4.5 等間隔格子配置 (乱雑度 α = 0)における，表面粒子の y方向 (垂直方向)の変
位．波源は Position = 0．
図 4.6 図 4.5のタイムステップ n = 10000と n = 28000における波の形状の比較図．
進行方向前方の振幅が減少し，後方の振幅が増加しているが，分散効果によるものと考え
られる．
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図 4.7 等間隔格子配置 (乱雑度 α = 0)，影響半径 re = 2.1 における，表面粒子のパ
ワースペクトルの時間変化．カラーは規格化された強度である．
図 4.8 等間隔格子配置 (乱雑度 α = 0)，影響半径 re = 5.6 における，表面粒子のパ
ワースペクトルの時間変化．カラーは規格化された強度である．
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図 4.9 影響半径 re = 2.1，等間隔格子配置 (乱雑度 α = 0)および乱雑度 α = 0.35に
おける，表面粒子の y方向 (垂直方向)の変位．波源は Position = 0．(タイムステップ
n = 10000および n = 28000)
図 4.10 乱雑度 α = 0.35，影響半径 re = 2.1における，表面粒子のパワースペクトル
の時間変化．カラーは規格化された強度である．
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図 4.11 乱雑度 α = 0.35とし，影響半径 re = 2.1および re = 5.6における，表面粒
子の y 方向 (垂直方向) の変位．波源は Position = 0．(タイムステップ n = 10000 お
よび n = 28000)
図 4.12 乱雑度 α = 0.35，影響半径 re = 5.6における，表面粒子のパワースペクトル
の時間変化．カラーは規格化された強度である．
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第 5章
SAWストリーミング現象のシミュ
レーション
5.1 SAWストリーミング現象
弾性表面波 (SAW: Surface Acoustic Wave)が伝播する表面に液体を負荷した時，固体と
液体の界面を通じて表面波のエネルギーが液体へ伝播する．高周波で振幅の大きな弾性表面
波を入力することにより，非常に高いエネルギー密度を持つ波動が液体へ入力される．その
結果，液体の振動，流動，飛翔あるいは霧化といった現象が生じることが報告されている．
この現象は SAWストリーミングと呼ばれている [23]．
固体と液体が接している時，弾性表面波は液中へ縦波として放射される．この物理現象自
体は既に知られているものである．図 5.1に示した放射角 θR は Rayleigh角と呼ばれ，ス
ネルの法則から導かれる．
つまり，液中に放射されているのは屈折による波動である．本来であれば，液体の移動
は生じないはずである．しかしながら，入力を高いエネルギー密度を持つ波動とすること
によって液体の移動が生じる．この駆動力として考えられているのは，音響流 (Ascoustic
Streaming)であるすなわち，弾性体から液中へ屈折によって入力された高エネルギーの波
動によって音響流が生じ，その結果として液体の移動が生じるとされる．
そこで，この物理現象のより詳細な解析のため，MPS法を用いたシミュレーションを試
みる．
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図 5.1 弾性体と液体の界面において Rayleigh角 θR で放射される波動．
5.2 計算手法
流体解析には，大地ら [24]の陽的MPS法を用いる．表面張力および濡れ性の計算には，
近藤ら [25] の粒子間ポテンシャル力によるモデルを用いる．計算手順および流体と弾性体
の相互作用は，邵ら [26]の流体-構造連成解析手法を基本とする．
5.2.1 流体解析
非圧縮性流体の支配方程式は次式のように定義される．
Dρ
Dt
= 0 (5.2.1)
Dv
Dt
= −1
ρ
∇P + ν∇2v + g (5.2.2)
ここで，ρは流体密度，v は粒子速度，P は圧力，ν は動粘性係数，g は重力加速度である．
MPS法では，粒子 1つあたりが代表する質量は一定であるから，式 (5.2.1)は暗黙的に成
り立つとみなせる．次に，圧力勾配項と粘性項にそれぞれMPS法の勾配モデル，およびラ
プラシアンモデルを適用する．
〈∇P 〉i =
d
n0
∑
j ̸=i
Pj − Pi
|rj − ri|2
(rj − ri)w (|rj − ri|) (5.2.3)
〈∇2v〉 = 2d
n0λ
∑
j ̸=i
(vj − vi)w (|rj − ri|) (5.2.4)
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ここで，λは次式で与える．
λ =
∑
j ̸=i
w (|rj − ri|)
−1∑
j ̸=i
|rj − ri|2 w (|rj − ri|) (5.2.5)
式 (5.2.4)は粒子速度 v と粒子位置 r だけの関数であるから，陽的に計算できる．
圧縮性流体においては，圧力 P と密度 ρの間には音速 cを用いて次の関係がある．
dP
dρ
= c2 (5.2.6)
いま，密度変化が十分小さいとみなせる時，P − P0 = c2(ρ− ρ0) と線形近似できる．粒子
数密度 nが流体の密度 ρと比例関係にあることを利用すると，各粒子の圧力 Pi は次式で求
められる．
Pi = c
2ρ0
ni − n0
n0
(5.2.7)
各粒子の粒子数密度 ni は，式 (2.2.4) に示すように粒子同士の位置関係だけで求められ
る．したがって，式 (5.2.3)もまた粒子位置 r だけの関数となり，陽的に計算できる．
5.2.2 粒子間ポテンシャル力による表面張力計算
粒子間ポテンシャルを次式によって定義する．
m
dv
dt
= −C (|r| − rmin) (|r| − re) r|r| (5.2.8)
P (r) = Cp(r) (5.2.9)
p(r) =
1
3
(
r − 3
2
rmin +
1
2
re
)
(r − re)2 (5.2.10)
ここで，mは粒子質量，C はポテンシャル強度の係数，p(r)はポテンシャル形状関数，rは
粒子間相対位置ベクトル，rmin は初期配置における最小粒子間距離 (本研究では l0 に等し
い)，re は影響半径である．
いま，粒子が等間隔格子状に配置されているとする．界面に配置された粒子は，表面積
r2min の界面を持つ．液体内部に存在する粒子を A，界面から法線上に並ぶ粒子を B とす
る．この時，表面積 r2min の界面を形成するエネルギーは，表面張力係数 γ を用いて次式の
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ように書ける．
2γr2min =
∑
i∈A, j∈B
P (rij) (5.2.11)
したがって，式 (5.2.9)，式 (5.2.10)，式 (5.2.11)を連立させて解くことにより，ポテンシャ
ル強度の係数 C が求められ，最終的に式 (5.2.8) に従って粒子間ポテンシャル力が計算で
きる．
5.3 計算モデル
計算モデルを図 5.2に示す．θc は液体と固体の接触角である．圧電体である LiNbO3(Y-
Z)を等方性弾性体とみなし，その表面に櫛形電極 (IDT)を想定して波源を配置する．液体
と接する表面以外は吸収境界を適用する．
液滴半径は 800µm，入力周波数は 20MHz，接触角 (θc)は 100◦，弾性体の Rayleigh波
速度は 3488m/s，流体の音速は 1481m/s とする．
図 5.2 弾性体の上に液体を負荷する．不要な反射波を抑制するために吸収境界を適用する．
5.4 結果と考察
タイムステップ 100, 1000, 2000, 5000, 10000, 20000 における速度の強度場を，それぞれ
図 5.3，図 5.4，図 5.5，図 5.6，図 5.7，図 5.8 に示す．
弾性体部分については，本研究で提案した吸収境界によって不要な反射波が十分に除去で
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きていることがわかる．
タイムステップ 100, 1000, 2000 にかけて，液滴表面から中心に向かう波動が生じている．
初期配置では粒子は表面張力を考慮せずに等間隔格子状に配置されている．これが表面張力
により，液滴全体が縮む方向に力が生じる．したがって，表面付近から中心に向かう方向に
粒子の加速が生じ，その結果として液滴表面から中心に向かう波動が観測されると考える．
タイムステップ 10000, 20000 においても，液滴が大きく変形する様子は確認できない．
一方で，弾性体との界面付近では大きな速度場を持っている．これは，弾性体から放射され
た波動によって振動しているためと考える．しかし，この粒子の振動が液滴内部に伝播して
いる様子は確認できない．また，伝播する Rayleigh波が減衰している様子も確認できない．
したがって，弾性体から液体へ効率的に放射できていないことにより，液体内部への波動
の伝播が実現できていないと考える．この問題を改善するためには，弾性体と液体をより強
固に結合する必要があると考える．そのためにはどのような手法が適しているのか検討が必
要であり，今後の課題としたい．
また，MPS法で音響流の再現が可能であるか，基礎的な検討も必要であると考える．
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図 5.3 タイムステップ 100 における速度強度場．
図 5.4 タイムステップ 1000 における速度強度場．
図 5.5 タイムステップ 2000 における速度強度場．
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図 5.6 タイムステップ 5000 における速度強度場．
図 5.7 タイムステップ 10000 における速度強度場．
図 5.8 タイムステップ 20000 における速度強度場．
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第 6章
結論
Rayleigh波の伝播精度について
MPS法を用いて等方均質な 2次元弾性体の動的解析を行った．半無限平板の自由表面に
おける Rayleigh波の伝播精度について，位相速度に着目して検討した．加えて，影響半径
と粒子配置の乱雑度が Rayleigh波の位相速度に与える影響について調査した．計算モデル
として，等間隔格子配置を基準に各粒子をランダムに移動させた初期配置を与えた．ランダ
ムな移動量が大きいほど，伝播する Rayleigh波の位相速度は遅くなる傾向にあることが判
明した．ランダムな移動量を粒子間距離の 10%以内としたとき，Rayleigh波の位相速度に
関して理論値との誤差が 1%以内となった．また，影響半径を大きくとることにより，誤差
の拡大を抑制できる傾向もみられた．
提案した吸収境界について
Rayleigh 波の伝播精度の検討において，より正確な結果を得るために吸収境界を導入し
た．反射率は系の全エネルギーの減少率を利用して算出した．導入した吸収境界はパラメー
タを調節することにより，検証した全ての入射角において −20dB の反射率を実現できた．
吸収境界へ垂直に入射する場合では理論上の反射率 Rに対して，縦波では R1.5，横波では
R2 の反射率を得ることができることがわかった．
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SAWストリーミング現象のシミュレーションについて
提案した吸収境界条件の応用とし，SAWストリーミング現象の再現を試みた．陽的MPS
法と粒子間ポテンシャルによる表面張力モデルを用いて解析を行った．しかし，弾性体と液
体の界面付近で粒子が振動するだけで，液体内部へ波動が伝播する結果を得ることができな
かった．
今後の課題
Rayleigh波の伝播精度に関して，入射波の波長を変化させた場合や高次精度MPS法を用
いた場合についても調査が必要である．また，3次元弾性体においても同様の誤差率となる
のか調査が必要である．
入射波の波長や粒子配置の乱雑さが吸収境界の性能に与える影響の調査が必要である．ま
た，Love波の解析のためにも 3次元弾性体の場合においての調査も必要である．さらに提
案した手法を改良し，入射角が 0◦ 以外の場合の性能向上を行いたい．
SAWストリーミング現象の再現のため，弾性体と液体をより強固に結合する手法の模索
と，基礎的な検討としてMPS法による音響流の再現を行いたい．
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